
神经网络的统计力学——课程作业 李宇豪 2025年 1月 1日

题目
考虑具有连续权重的布尔型感知机的泛化误差在大 𝛼极限下的渐进形式 1

设定
考虑如下感知机模型

𝑦 = sign
(

1√
𝑁

w · x
)

(1)

其中权重 w ∈ R𝑁 满足球面约束 ∥w ∥2 = 𝑁，输入数据 x ∈ R𝑁。训练集𝒟 =
{(

x𝜇 , 𝑦𝜇★
)}𝑃

𝜇=1，标签

𝑦𝜇★ = sign
(

1√
𝑁

w★ · x𝜇
)

(2)

其中真实权重 w★ ∈ R𝑁 满足球面约束 ∥w★∥2 = 𝑁，数据 x满足高斯分布 x ∼ 𝒩(0, I𝑁 )。损失函数
ℒ(w) =

∑
𝜇

Θ
(−𝑦𝜇𝑦𝜇★) (3)

其中 Θ为 Heaviside阶跃函数。泛化误差
𝜀g = Ew★,x Θ

(−𝑦𝑦★) (4)

结论
定义数据量密度 𝛼 = 𝑃/𝑁，泛化误差可以表示为

𝜀g =
1
𝜋

arccos 𝑟 (5)

其中 𝑟 是如下方程的不动点
𝑟√

1 − 𝑟
=

𝛼
𝜋

∫
𝒟𝑥

𝑒−𝑟𝑥2/2∫∞√
𝑟𝑥 𝒟𝑧

(6)

在 𝛼 → ∞时，泛化误差的渐进形式为
𝜀g ≃ 0.625

𝛼
(7)
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1这个问题最早由 G. Györgyi和N. Tishby在 1990年得到复本对称解 [1]，H. S. Seung、H. Sompolinsky、N. Tishby在 1992
年关于感知机的工作 [2]和 H. Nishimori在 2001年的书 [3]第八章对这个问题进行了介绍，有很高的参考价值
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分析
1. 统计力学形式
配分函数

𝑍 =
∫

dw 𝛿
(
𝑁 − ∥w ∥2) exp

[
− 𝛽

∑
𝜇

Θ
(−𝑦𝜇𝑦𝜇★) ] (8)

注意到 lim𝛽→∞ 𝑒−𝛽Θ(−𝑥) = Θ(𝑥)，取零温极限，采用如下配分函数

𝑍 =
∫

dw 𝛿
(
𝑁 − ∥w ∥2) ∏

𝜇

Θ
(
𝑦𝜇𝑦𝜇★

)
(9)

这对应于不考虑输出噪声的情况
自由能 𝑁 𝑓 = − log𝑍，复本技巧 E log𝑍 = lim𝑛→0

1
𝑛 logE𝑍𝑛，自由能密度写为

𝑓 = − lim
𝑛→0

1
𝑛𝑁

logEw★,{x𝜇}𝑍𝑛 (10)

注意到 Θ
[
sign(𝑥1) sign(𝑥2)

]
= Θ (𝑥1𝑥2)，引入两个辅助场

𝑢 =
1√
𝑁

w★ · x 𝑣𝑎 =
1√
𝑁

w𝑎 · x (11)

自由能密度改写为

𝑓 = − lim
𝑛→0

1
𝑛𝑁

log E𝑢,{𝑣𝑎}
∫ ∏

𝑎

dw𝑎d�̂�
2𝜋𝑖 exp

(−�̂�𝑁 + �̂�∥w𝑎∥2) [
Θ (−𝑢𝑣𝑎)

]𝑃
(12)

场变量满足联合分布 (𝑢, {𝑣𝑎}) ∼ 𝒩(0,𝚺)，其中

𝚺𝑢𝑢 =
∥w★∥2

𝑁
= 1 𝚺𝑢𝑣𝑎 =

w★ · w𝑎

𝑁
≡ 𝑟𝑎 𝚺𝑣𝑎𝑣𝑏 =

w𝑎 · w𝑏

𝑁
≡ 𝑞𝑎𝑏 (13)

将序参量引入自由能中，得到
𝑓 = − lim

𝑛→0

1
𝑛𝑁

log
∫
𝒟𝒪𝒟�̂� exp [𝑁 (𝐺𝑜 + 𝐺𝑠 + 𝛼𝐺𝑒)] (14)

其中

𝒟𝒪𝒟�̂� =

(∏
𝑎

d𝑟𝑎d𝑟𝑎
2𝜋𝑖/𝑁

) (∏
𝑎<𝑏

d𝑞𝑎𝑏d�̂�𝑎𝑏
2𝜋𝑖/𝑁

)
(15a)

𝐺𝑜 = −𝑛�̂� −
∑
𝑎

𝑟𝑎𝑟𝑎 −
∑
𝑎<𝑏

�̂�𝑎𝑏𝑞𝑎𝑏 (15b)

𝐺𝑠 =
1
𝑁

log
∫ ∏

𝑎

dw𝑎 exp
(
𝑛�̂�∥w𝑎∥2 +

∑
𝑎

𝑟𝑎w𝑎 · w★ +
∑
𝑎<𝑏

�̂�𝑎𝑏w𝑎 · w𝑏
)

(15c)

𝐺𝑒 = logE𝑢,{𝑣𝑎}
∏
𝑎

Θ (−𝑢𝑣𝑎) (15d)

在大 𝑁 极限下，通过鞍点近似评估自由能密度
𝑓 = − extr

𝒪 , �̂�

{
𝒢𝑜 + 𝒢𝑠 + 𝛼𝒢𝑒

}
(16)

其中 𝒢 = lim𝑛→0 𝐺/𝑛。
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2. 复本对称假设
引入复本对称假设

𝑟𝑎 = 𝑟 𝑟𝑎 = 𝑟 𝑞𝑎𝑏 = 𝑞 �̂�𝑎𝑏 = �̂� for ∀𝑎 ≠ 𝑏 (17)

式 (15b)计算为
𝐺𝑜 = −𝑛�̂� − 𝑛𝑟𝑟 − 1

2𝑛(𝑛 − 1)𝑞�̂� (18)

式 (15c)利用重参数化计算为 2

𝐺𝑠 =
1
𝑁

log
∫
𝒟z

[∫
dw exp

(
𝑟 w★ · w +√

�̂� z · w − 1
2

(
�̂� − 2�̂�

) ∥w ∥2
)]𝑛

(19a)

=
𝑛
𝑁

∫
𝒟z log

(√
2𝜋

�̂� − 2�̂�

)𝑁
exp

[ (
𝑟 w★ +√

�̂� z
)2

2
(
�̂� − 2�̂�

) ]
(19b)

=
𝑛
2 log 2𝜋

�̂� − 2�̂� + 𝑛
2
�̂� + 𝑟2

�̂� − 2�̂� (19c)

式 (15d)利用重参数化计算为 3

𝐺𝑒 = logE𝑢,{𝑣𝑎} 2Θ (𝑢)
∏
𝑎

Θ (𝑣𝑎) (21a)

= log 2
∫
𝒟𝑧1

∫
𝒟𝑧2 Θ

(
𝑟√
𝑞
𝑧1 +

√
1 − 𝑟2

𝑞
𝑧2

) { ∫
𝒟𝑧3 Θ

(√
𝑞𝑧1 +

√
1 − 𝑞𝑧3

) }𝑛

(21b)

= 2𝑛
∫
𝒟𝑧1

∫
− 𝑟𝑧1√

𝑞−𝑟2
𝒟𝑧2 log

∫
−
√

𝑞
1−𝑞 𝑧1

𝒟𝑧3 (21c)

= 2𝑛
∞∫
0

𝒟𝜉

∫
𝒟𝜁 log𝐻 (𝑢) (21d)

2这个重参数化方案是利用 Hubbard-Stratonovich变换得到的∑
𝑎<𝑏

�̂�𝑎𝑏w𝑎 · w𝑏 =
1
2 �̂�

∑
𝑎≠𝑏

w𝑎 · w𝑏 =
1
2 �̂�

((∑
𝑎

w𝑎
)2 −

∑
𝑎

∥w𝑎∥2
)
= −1

2𝑛�̂�∥w ∥2 + log
∫
𝒟z 𝑒𝑛

√
�̂� w𝑎 ·z

3式 (21a)利用了 𝑢 > 0, 𝑣𝑎 > 0和 𝑢 < 0, 𝑣𝑎 < 0的对称性
式 (21b)中使用了如下重参数化方案

𝑢 =
𝑟√
𝑞
𝑧1 +

√
1 − 𝑟2

𝑞
𝑧2 𝑣𝑎 =

√
𝑞 𝑧1 +√

1 − 𝑞 𝑧𝑎3

式 (21d)中使用了如下重参数化方案

𝜁 =
𝑟√
𝑞
𝑧2 −

√
𝑞 − 𝑟2

𝑞
𝑧1 𝜉 =

√
𝑞 − 𝑟2

𝑞
𝑧2 + 𝑟√

𝑞
𝑧1

定义了 𝐻(𝑠) = ∫∞
𝑠 𝒟𝑥以及

𝑠 =

√
𝑞 − 𝑟2 𝜁 − 𝑟𝜉√

1 − 𝑞
(20)
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因此

𝒢𝑜 = −�̂� − 𝑟𝑟 + 1
2 𝑞�̂� (22a)

𝒢𝑠 =
1
2 log 2𝜋

�̂� − 2�̂� + �̂� + 𝑟2

2
(
�̂� − 2�̂�

) (22b)

𝒢𝑒 = −2
∞∫
0

𝒟𝜉

∫
𝒟𝜁 log𝐻 (𝑢) (22c)

取无序平均后的自由能密度为

𝑓 = extr
 �̂� + 𝑟𝑟 − 1

2 𝑞�̂� +
1
2 log

(
�̂� − 2�̂�

) − �̂� + 𝑟2

2
(
�̂� − 2�̂�

) + 2𝛼
∞∫
0

𝒟𝜉

∫
𝒟𝜁 log𝐻 (𝑠)

 (23)

3. 鞍点方程
令 𝜕�̂� 𝑓 = 𝜕𝑟 𝑓 = 𝜕�̂� 𝑓 = 0，得到

1 =
𝑟2 + 2�̂� − 2�̂�(

𝑞 − 2�̂�
)2 𝑟 =

𝑟
�̂� − 2�̂� 𝑞 =

�̂� + 𝑟2(
�̂� − 2�̂�

)2 (24)

代入式 (23)得到

𝑓 = extr
𝑟, 𝑞

−1
2 log

(
1 − 𝑞

) − 1 − 𝑟2

2
(
1 − 𝑞

) + 2𝛼
∞∫
0

𝒟𝜉

∫
𝒟𝜁 log𝐻 (𝑠)

 (25)

令 𝜕𝑟 𝑓 = 𝜕𝑞 𝑓 = 0，得到

𝑟
1 − 𝑞

=
𝛼√

1 − 𝑞

√
2
𝜋

∞∫
0

𝒟𝜉

∫
𝒟𝜁

𝑒−𝑠2/2

𝐻(𝑠)

(
𝑟𝜁√
𝑞 − 𝑟2

+ 𝜉

)
(26a)

− 𝑞 + 𝑟2

2(1 − 𝑞)2 =
𝛼√

1 − 𝑞

√
2
𝜋

∞∫
0

𝒟𝜉

∫
𝒟𝜁

𝑒−𝑠2/2

𝐻(𝑠)

(
𝜁

2
√
𝑞 − 𝑟2

+
√
𝑞 − 𝑟2𝜁 − 𝑟𝜉

2
(
1 − 𝑞

) )
(26b)

式 (26a)和 (26b)的解满足 𝑞 = 𝑟 4，将其重写为 5

𝑟√
1 − 𝑟

=
𝛼
𝜋

∫
𝒟𝑥

𝑒−𝑟𝑥2/2∫∞√
𝑟𝑥 𝒟𝑧

(27)

迭代式 (27)至不动点，可以得到 𝑟 的解

4这其实不需要计算也能想到，因为 w/√𝑁 和w★/
√
𝑁 都是从球面 S𝑁−1 上随机均匀采样的，重叠序参量应该没有什么不同

5利用变量替换
𝜁 → 𝑥 +

√
𝑟

1 − 𝑟
𝑦 𝜉 → 𝑦
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4. 泛化误差
泛化误差 (4)重写为 6

𝜀g = E𝑢,𝑣 Θ (−𝑢𝑣) = 1 − 2E𝑢,𝑣 Θ (𝑢)Θ (𝑣) = 1 − 2
∞∫
0

𝒟𝑥
∫

− 𝑟𝑥√
1−𝑟2

𝒟𝑦 =
1
𝜋

arccos 𝑟 (28)

考虑 𝛼 → ∞，𝑟 → 1，令 𝑟 = 1 − 𝛿（𝛿 ≪ 1），代入式 (27)得

1
𝛿
=

𝛼2

𝜋2

(∫
𝒟𝑥

𝑒−𝑥2/2∫∞
𝑥 𝒟𝑧

)2

=
𝛼2

1.926 (29)

代入式 (28)得到 7

𝜀g =
1
𝜋

arccos (1 − 𝛿) ≃ 0.625
𝛼

(30)
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6使用了如下重参数化方案
𝑢 = 𝑥 𝑣 = 𝑟𝑥 +

√
1 − 𝑟2 𝑦

第二个等号利用了
Θ (−𝑢𝑣) = Θ (𝑢)Θ (𝑣) + Θ (−𝑢)Θ (−𝑣) 和 Θ (−𝑢) = 1 − Θ (𝑢)

最后一步积分利用几何法得到
7利用了

arccos(𝑥) ≈
√

2(1 − 𝑥)
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