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 û�V@ùui �L�0�f�,�V D 4 +°	=Fû vi ! RD U•	8�"�&/÷�,�V@ù�¤ V �‘�„�Ô ui 	¸ vi
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4B--�f�,�V D 4 +°	=Fû pi ! RD U•&b	:�2@ù	=Fû	¸�y4š4B--,$�ÌU•�Ã�\�,�V@ù�,

3ô+°	=Fû=”.f x i = vi + pi � (Ü�T+°�SA�?,�M�·�,7XFó*T� �ÌP��t+°�÷D˜�y4š4B--
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FûN �‹=×/��fD¿�‘�»�C+°J«�ÒU• X ! RD ! N � 
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0X! �n+°D¿�& E! �f

E! = �G���v�2�`�L�Q�`�K
!
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"
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Z! = �G���v�2�`�L�Q�`�K
!
�J�>�� (E! " 1) + E! " 1

"
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 û�V"��;�Ç�` ���i�i�MF)Fó*T4U�j%å/�"��;�Ç�f�bU•�®�* �� ���F���l.fU•NÂ�t�2D¿

�‘-�Ka X EFDó�5�V3ë�S	��Ž�2�W�L�0�\��A� Q = XW Q��JZ K = XW K 	¸�h

V = XW V U•�¢�Y W Q ! RD ! dk �� W K ! RD ! dk 	¸ W V ! RD ! dv �2�W�[��A���JZ	¸

�h+°�oFù-�KaU• dk 	¸ dv �2�W�[JZ	¸�h+°4 �ÒUž&b	:@Í0Ã"��;�Ç

���i�i�M(Q, K , V ) = �b�Q�7�i�K���t
#

1
"

dk
QK #

$
V , ������

�¢�YLŠ3ë�S�)�œ �V�R�I�W�P�D�[�)�œ+°�Ž�;�f

�b�Q�7�i�K���t(x )i =
exp (x )

%
i exp (x i )
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�6�L�L=”.f�yN´.Š3û4}4�

�6�L�L(X ) = " (XW 1 + b1) W 2 + b2, ������

�¢�YU• W 1 ! RD ! df 	¸ W 2 ! Rdf ! D �[�oFù-�KaU• b1 ! Rdf 	¸ b2 ! RD �[�{4šM¥U•
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&
1
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)
0 i $ j
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�J�>�� !
mask (D ! " 1) = �*�Q�M�+���i

!
���i�i�M!1, á á á, ���i�i�M!H

"
W !

O, �������D��
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#
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!
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h + M

"
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h, �������E��

Q!
h = D ! " 1W h

Q, K !
h = D ! " 1W h

K , V !
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V . �������F��
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A ! = �G���v�2�`�L�Q�`�K
!
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�J�>�� !
cross (E! , A ! ) = �*�Q�M�+���i
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"
W !

O, �������D��

���i�i�M!h = �b�Q�7�i�K���t
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1
"

dk
Q!

hK ! #
h

$
V !

h, �������E��

Q!
h = A ! W h

Q, K !
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K , V !
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&b	:�¹�23ÿ�È�:�6�,�V�M�ƒ+°D¿�&E�=x ·��E
�Ñ	¸�n�~�,�BU•�Ã�\

D ! = �G���v�2�`�L�Q�`�K
!
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cross (E! , A ! ) + A !

"
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EFDó=x�g�»	=Fû�B�ù�ˆ vec(á) : Rd1! d2 & Rd1d2 U•�=��	����2�oFù-�Ka W �L�0�f	=

Fû! = vec(W )U•�2�¢���:�œ�š�5�Ÿ+°3ÿ�°�L�0�f	=Fû sµ = vec (Sµ)U•�¢�Y

Sµ
mn =

1
N

*

i

X µ
D +1 ,i X

µ
m,i X

µ
n,N +1 . ����������

E��c�]	����2�; ���������� �e�Å�f öyµ =
%

i " i s
µ
i U•�� •U•�‹�]�)�œ ���������� 	����Å�f

L =
1

2P

P*

µ=1

#
÷yµ #

*

i

" i s
µ
i

$ 2

+
&
2

2W 22 ���������D��

=
1

2P

*

µ,i,j

sµ
i sµ

j " i " j #
1
P

*

µ,i

÷yµsµ
i " i +

1
2

&
*

i

" 2
i ���������E��

E��V�Ž�;�: �+�R�S�I�L�H�O�G�M�· �>�������@�m�2,$�hU•E�	[�ý�=���Æ�u,$�¾�ˆ*T Jij , # 1
P

%
µ sµ

i sµ
j ��

�B�f hi , 1
P

%
µ ÷yµsµ

i ���ö •�E�B���| &i , & # 1
P

%
µ (sµ

i )2U•�¢�2�‹�]�)�œ�e�Å�f

�,�V	ô�òM«Fû+°�Ž�;

H (! ) = #
*

i<j

Jij " i " j #
*

i

hi " i +
1
2

*

i

&i " 2
i . ����������

�j&bU•E��[�,�V�”E
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�=���2M°@Ù3ï�œ�šKò�Y+°���»�SU•�1��$ˆ�T�'�Í	=Fû w +°�F�c�SU•4B--�f7�

�÷�wK +°,$�¾�ˆ*TU•���ö7��÷�K	��\+°�B�f� �2"��;�Ç�f�b�Y>­@Ù3ï+°�î�œ4B--

�f7��÷� 
&�º4��Æ+°�œ�šKòU•�,���=��!n?��²	ô�òM«Fû ����������+°
&�-U•�]	����Ã�\

"��;�Ç�f�b�Y+°�,�D�î�œ ! ( U•�ú58�Ã�\�,�D+°M°"w�h öy( � 

������ ,$�¾�ˆ*T	¸�B�f+°4�@Í�SBT

7��÷(ç)¯�M�·+°�SBT�g>­	��ß�º,$�¾�ˆ*T	¸�B�f+°�2�/� �:�L4�+°7��÷(ç)¯

�M�·, �Ñ�«*TP��Û�2�/�9	8 �>�������@U•�=��+°�M�·�Y+°,$�¾�ˆ*T J 	¸�B�f h �[*]�œ�š

Kò�°EL58�‘U•�¢4�@Í�2�/� �Ì�9�nU•�¢�@�´Kê�Ã�\?��¼+°�®(³�ò�Ò�)�œ �>�������@� �T�X

7®�YU•�=��EFDó�œ�h�å"��% J 	¸ h +°�2�/�†�,�Ç0¬�•+°�2�¼� 

�=���2D¿�‘-�KaFù�Ü=”.f�f�®�7�Ž�;

X =

<

=
X 0 ÷x

y #
0 0

>

? , ����������

�¢�Y X 0 = [ x 1, x 2, á á á, x N ] ! RD ! N =”.f*T�ˆ�ü.f+°�œ�šU• y0 = X #
0 w /

"
D �[�%�À

+°�30ªU• ÷x �[*T�ºM°"w+°�œ�š� �� •�=��	���@Í0Ã

XX # =

<

=
X 0 ÷x

y #
0 0

>

?

<

=
X #

0 y0

÷x # 0

>

? =

<

=
X 0X #

0 + ÷x ÷x # X 0y0

y #
0 X #

0 y #
0 y0

>

? , ����������

�* �� -�Ka S�� H 	¸ J +°�2�ƒ3ÿ�°���ö	0�V�2�ƒ+°4�@Í�2�/� ���D��-�Ka S +°�2�ƒU• A ! RD ! D ��
B ! RD 	¸ 0 ! RD +1 � ���E��-�Ka H +°�2�ƒU• C ! RD ! D �� D ! RD 	¸ 0 ! RD +1 � ���F���%/�-�Ka J
+°�2�ƒU• C ! RD (D +1) ! D (D +1) �� D ! RD (D +1) ! (D +1) 	¸ E ! R(D +1) ! (D +1) � ���G���9	8�2�ƒ+°4�@Í
�2�/U•�‘7� 100 000�V (P, D, N ) = (1 000, 10, 100)+°2'4(4�@Í3ÿ�È� 
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�¢�@�2 S Fù�Ü�Å�f

S =
1
N

<

=
X 0y0

y #
0 y0

>

? 3

<

=
÷x

0

>

? =
1
N

<

=
X 0y0÷x # 0

y #
0 y0 ÷x # 0

>

? . ����������

�j&bU•S -�Ka	����2�f�5�V�9	8+°�2�ƒU•�®�* �� ���D���l.fU•�,	:�,�C�f�”L"	=FûU•58

�¢���P�V�2�ƒ�2�W�3@Ü�f AU‹m < D +1, n .= D +1UŒ	̧ BU‹m = D +1, n .= D +1� 

3ÿ	4 J 	¸ h +°�Æ�uU•H = vec" 1(h) �‹�5�P�V�g>­+°�2�ƒU•�2�W�3@Ü�f C	¸ DU•�®

�* �� ���E���l.fUž J �5�5�V�g>­�2�ƒU•�2�W�3@Ü�f E�� F 	¸ GU•�®�* �� ���F���l.f� 

�·�Ê�6U•�=��	����Å�& J 	¸ H -�Ka�Y û�V�2�ƒ+°�o2L+°�£�•=”Dê�;� *T C��

D �2�W=”.f C�� D �2�ƒ�Y+°�o2LU•EÏ�t

Cij =
1

PDN

*

µ,k

wk ÷xµ
k

*

m

xµ
im

*

n

wnxµ
nm ÷xµ

j , ���������D��

Di =
1

PDN

*

µ,k

wk ÷xµ
k

*

m

3 *

n

wnxµ
nm

42
÷xµ

i , ���������E��

�¢�Y�l�5+°	�Fû w, x, ÷x F)�[(�/÷	8�2�/+°�3�òP��ÛK»�f	�Fû� �=��*T P(C) 	¸

P(D) �2�W=”.f�2�ƒ C 	¸ D �Y�o2L+°�2�/U•�¯��F)�[@ä�FP��ÛK»�f	�Fû+°	¸�:/�

+°�9	4�Ž�;� E��cU•�=���‹	����2�¢���2�ƒ+°�o2L�Å�fU• E = C1C2�� F = C1D1 	¸

G = D1D2U•�¢�Y C1, C2 / P(C)U•D1, D2 / P(D)� 

EFDó�6E�=”Dê�;, �Ñ!n?�E��Ç�2�/+°�®(³�ò�Ò�)�œ�[LŠ�d��Kê+°U•E�Fø�=��

	�4��&�,�Ç�œ�h3ÿ�ÈU•�®�* �� ���G���l.f� �=��E�4��b�²	0�V�2�ƒ+°�o2L�2�/K»,l N

	��B+° �.�/ �•�ÒU•�®�* �� �l.f� 	���,7�\U• C�� E�� F �2�ƒ+°�o2L�2�/�%.f�·J«�Ò

N !�D¯�{�KU•58 D�� G �2�ƒ+°�o2L�2�/�% N +°�ÉB‚�SD¯�]� 

�* �� �9	8�2�ƒ+°�o2L�2�/K»,l N 	��B+° �.�/ �•�Ò �' �.�/ [PN 2PN +! N ]� �*�Y+°3ÿ�È�% 1 000�V
P = 1 000�� D = 20�� N = 20 +°�c�X	��²�Ÿ�s� 
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������ 
&�º�Ÿ�s�f)2@æ+°?��ß�å�t

���������� /¦6€�å"�

�
Mª�T �������;7®�Y�Æ�u+°	ô�òM«Fû ����������U•�T2'4��0�º�Ÿ=•�-�"U•7��÷�°�·+°

(ç�@�¥�(�2�/	����Å�f

P(! ) =
1
Z

e" $H (! ) =
1
Z

+

i

e$hi &i "
%"
2 &2

i

+

i<j

e$J ij &i &j , ����������

�¢�Y Z �[Fy�2�)�œU• ' �[E2#U�Ò� 

E�.ù2'4�	����«*T0X �������;7®�Y�÷3ù+°/¦6€�å"��‘!n?�� 	8�c�\U•�Æ�u/¦6€�®

(³ ) i % ij (" i ) =”.f�•�95/;}7��÷ i �:7��÷ j +°,$�¾�ˆ*T�"7��÷ i +°�®(³�2�/U•�¢�Æ

�u�¢�•D™�®(³ ) ij % i (" i ) =”.f	�5/;}7��÷ i �:7��÷ j +°,$�¾�ˆ*T�"7��÷ i +°�®(³�2

�/� �e�š�; ����������+°�Ž�;U•�=��	����Å�&�3�ò+°/¦6€E����å/7U‹�‹=×/��f�
�!�L�Ù

�å/7U•�î5/�…�| �>�������@UŒ

) i % ij (" i ) =
1

zi % ij
exp

#
'h i " i #

'&
2

" 2
i

$ +

ik $ #i \ ij

) ik % i (" b), ����������

) ij % i (" i ) =
1

zij % i

! +

j $ #ij \ i

d" j ) j % ij (" j ) exp ('J ij " i " j ) . ����������

"��;�\�=��+°�M�·	�5/;}�¸�•,$�¾�ˆ*TU•E��;	Ÿ,l $ij \ i 	��1	W�,�V�o2L j U•�� •

	���,-*‘�„/�0R	#
K

j $ #ij \ i U•�¢�@	����2 i & ij 0¬�B�f i & j U•�2 ij & i 0¬�B�f

j & i � �� •	����2�; ���������� 	¸�; ���������� 	4�¢�f

) i % j (" i ) =
1

zi % j
exp

#
'h i " i #

1
2

'& i " 2
i

$ +

k'= i,j

7!
d" k ) k% i (" k) exp ('J ik " i " k)

8
.

����������

�¢�Y ) i % j (" i ) =”.f�T2'4��Y/'K•�µ7��÷ j 	:7��÷ i +°�®(³�2�/� 

�9�ÙE����; �����������Ã�\	0�V7��÷7®%å+°/¦6€�®(³	:U•�]	���@Í0Ã û�V7��÷+°Då

Kq�®(³�2�/�f

) i (" i ) =
1
zi

exp
#

'h i " i #
1
2

'& i " 2
i

$ +

j '= i

!
d" j ) j % i (" j ) exp ('J ij " i " j ) . ����������

	� ' & % U•�]	���8ã�Ã2'4��0�º
&�-�" û�V7��÷	��h+°�®(³�2�/� 
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���������� �ª�G�
�!�L�Ù�å/7

�T0X �������;7®�Y�ü�\DóU•, �ÑE����; ����������+°�9�n�ÒD¯P�U•�=��	����«*TP��Û

Dý�h�Ô�(�& �U���%�3�å/7U•0¬�BE��VE���Dó/7� �f�²O¸@íE��V, >õU•�X7®�Y�=���9, 

�Ñ�s@ê) i % j (" i ) �[P��Û�2�/ ��������U•58�[�ú�; ���������� �&�ýU•EFDó�±Fø	"	��Ž	¸"��þ�•

�,U•�Ã�\/¦6€�®(³+°Dý�h�Ž�;� 

�Æ�u +i % j =
%

k'= i,j 'J ik " k 	¸ G(+i % j ) = e&i ) i # j U•EÏ�t	����2�; ���������� �Å�f

) i % j (" i ) =
1

zi % j
e$hi &i " 1

2 $%i &2
i

! +

k'= i,j

[d" k ) k% i (" k)] G(+i % j ) ���������D��

=
1

zi % j
e$hi &i " 1

2 $%i &2
i

! +

k'= i,j

[d" k ) k% i (" k)]
!

dö+i % j
öG( ö+i % j ) ei) i # j ö) i # j ���������E��

=
1

zi % j
e$hi &i " 1

2 $%i &2
i

!
dö+i % j

öG( ö+i % j )
+

k'= i,j

I k% i . ���������F��

�¢�YU•�T�; ���������E�� �Y�=���A�‘�² G(+) +°�±Fø	"	��Ž öG( ö+i % j )U•�¢�@�2�,�Ç�d�œM¥

/'�\�~�,�B���| zi % j �Y� �; ���������F�� �Y+° I k% i �Æ�u�f

I k% i ,
!

d" k ) k% i (" k) exp
M
i ö+('J ik " k)

N
. ����������

E��V/��2	���A�3ò@Í0Ã�f

I k% i *
!

d" k ) k% i (" k)
7
1 + i ö+('J ik " k) #

1
2

ö+2 ('J ik " k)2
8

���������D��

= 1 + i ö+'J ik

!
d" k ) k% i (" k)" k #

1
2

ö+2' 2J 2
ik

!
d" k ) k% i (" k)" 2

k ���������E��

= 1 + i ö+'J ik mk% i #
1
2

ö+2' 2J 2
ik

!
vk% i + m2

k% i

"
���������F��

) exp
7
i ö+'J ik mk% i #

1
2

ö+2' 2J 2
ik vk% i

8
. ���������G��

�¢�YU•�T�; ���������D�� �YU•�=���«*T�²"��þ�•�,U•�)*‘�²P�KbM¥Už�T�; ���������E�� �YU•�=

���Æ�u�²"´�›U‹�Ÿ/¦6€DåKq�®(³UŒ+°�s�h mk% i 	¸�å�� vk% i �2�W�f

mk% i ,
!

d" k ) k% i (" k) " k , ����������

vk% i ,
!

d" k ) k% i (" k) " 2
k # m2

k% i ; ����������

�T�; ���������G���YU•�=���)*‘�² Jij +°P�KbM¥U•�¢�2=”Dê�;�Å�
�3�œ�Ž�;� &b	:U•�2�;
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���������G�����
�; ���������F��U•	����Ã�\

) i % j (" i ) =
1

zi % j
exp

#
'h i " i #

1
2

'& i " 2
i

$

+
!

dö+i % j
öG( ö+i % j )

+

k'= i,j

exp
7
i ö+i % j 'J ik mk% i #

1
2

ö+2
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2J 2
ik vk% i

8
. ����������

�%�6�;�†E2�±Fø	"	��ŽU•�2 öG( ö+i % j ) Fù=”.f�f G(+i % j )U•	����Ã�\

) i % j (" i ) =
1

zi % j
exp

#
'h i " i #

1
2
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i
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dö+i % j
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d+i % j G(+i % j )

+ exp
3

# i+i % j
ö+i % j

4 +

k'= i,j

exp
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i ö+i % j 'J ik mk% i #

1
2

ö+2
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2J 2
ik vk% i

8
���������D��

=
1

zi % j
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#
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1
2
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i
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d+i % j G(+i % j )
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!

dö+i % j exp
7

#
1
2

3
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*
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J 2
ik vk% i

4
ö+2
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3
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*
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Jik mk% i # +i % j

4
ö+i % j

8

���������E��

=
1

zi % j
e$hi &i " 1

2 $%i &2
i

!
d+i % j G(+i % j ) exp

@

#
1
2

3
+i % j # '

%
k'= i,j Jik mk% i
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%
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*

k'= i,j
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*
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J 2
ik vk% i , ����������

�¢E��, ‘@Í0Ã/¦6€�®(³ ) i % j (" i ) �f
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1

zi % j
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2 $%i &2
i

!
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1

#
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2
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2
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=
1

zi % j
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1
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=
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#
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 •�®M°�K+°EÏ�cU•�; ���������G��=”�: ) i % j (" i ) �9�úP��Û�2�/ N (mi % j , vi % j ) U•�¢�s�h	¸

�å���2�W�f

mi % j =
'h i + Mi % j

'& i # Vi % j
, vi % j =

1
'& i # Vi % j

. ����������

E����; ��������� � � ���������Dê�\�9�Ô%å	:U•�]@Í0ÃDåKq�®(³�2�/
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1
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exp
#

'h i " i #
1
2

'& i " 2
i
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+
+
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#
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2
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1
('h j + 'J ij " i + Mj % i )

2

2 ('& j # Vj % i )

2

���������E��
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1
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2
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*
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3
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4
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. ���������F��
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�¢�s�h	¸�å���2�W�f
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%
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%
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ij vj % i
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1
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%
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ij vj % i
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1
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Y SA = W V X áSoftmax
#

(W QX )# W K X
"

D

$
. ����������

�¢�Y W Q, W K ! RH ! (D +1) �� W V ! R(D +1) ! (D +1) � 
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Y TF = z1 + z3, ����������

z1 = Y SA(X ) + X , ����������

z2 = ReLU ( W 1 áz1 + b1) , ����������

z3 = W 2 áz2 + b2, ����������

�¢�Y Y SA(X ) �[�3�ò+°7�"��;�Ç�f�b ����������U•W 1�� W 2 	¸ b1�� b2 �[�yN´4}4�

+°�oFù	¸�{4š� 
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Y MHLA = W O

5
Y 1

FLA , Y 2
FLA , á á á, Y M

FLA

6
, ����������

�¢�Y Y i
FLA �[0X i �V�`+°D¿�&U• W O ! RD ! (D +1) M �[	��’�Œ+°A'�&-�KaU• M
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Y merged =
1
N

XX # WX , ����������

���� �2.ç�oFù+°3ë�S"��;�ÇU•

Y separate =
1
N

XX # W #
QW K X , ����������
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